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U¨ber die von einem Ideal I ⊂ R erzeugten R-Moduln III
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Abstract
Let (R,m) be a commutative noetherian local ring and I an ideal of R.
For every R-module M , γI(M) =
∑
{Bi f | f ∈ HomR(I,M)} is called the
trace of I in M . It is easy to see that Ext1R(R/I,M) = 0 always implies
IM = γI(M). If the second condition holds for all ideals I of R, we say
that M is excellent. In part 1, we show a number of conditions for these
modules, which are well-known for injective modules. In the second part,
we examine the special case M = R. In particular, we show that for every
prime ideal p the equality p = γp(R) holds iff Rp is not a discrete valuation
ring. From the results by Matlis (1973) about 1-dimensional local CM-rings
and with the help of the first neighborhood ring Λ, it follows immediately
that γmn(R) = Λ
−1 for almost all n ≥ 1. In the third part, we examine
the dual construction κI(M) =
⋂
{Ke f | f ∈ HomR(M, I
◦)} and reduce the
main results about TorR1 (M,R/I) = 0 and κI(M) = M [I] to part 1 by
considering the Matlis dual M◦ = HomR(M,E) and the equalities γI(M
◦) =
AnnM◦(κI(M)), κI(M
◦) = AnnM◦(γI(M)).
Key words: I-generated and I◦-cogenerated modules, trace ideals, Quasi-Frobenius rings,
Matlis duality.
Mathematics Subject Classification (2010): 13C05, 13C11, 16L60, 16S90.
1 Der Untermodul γI(M)
Stets sei (R,m) ein kommutativer, noetherscher, lokaler Ring, M ein R-Modul und I ein
Ideal von R. Wie in [18] bezeichnen wir mit γI(M) den gro¨ßten I-generierten Untermodul
von M , d. h. γI(M) =
∑
{Bi f | f ∈ HomR(I,M)}, und damit gilt stets
IM ⊂ γI(M) ⊂ M [AnnR(I)].
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FallsM injektiv ist, stimmen alle drei Untermoduln u¨berein ([18] Folgerung 3.2), falls
I zyklisch ist (es genu¨gt I ։ R/AnnR(I), siehe [18] p. 5), gilt γI(M) =M [AnnR(I)]. Uns
interessiert im Folgenden die erste Ungleichung, und wir sagen M sei I-ausgezeichnet,
wenn IM = γI(M) gilt.
Der Extremfall γI(M) = 0 ist einfach:
Lemma 1.1 Fu¨r einen R-Modul M und ein Ideal I ⊂ R sind a¨quivalent:
(i) γI(M) = 0.
(ii) HomR(I,M) = 0.
(iii) Ip = 0 fu¨r alle p ∈ Ass(M).
Beweis Nach ([18] Satz 3.1, c) ist Ass(γI(M)) = Ass(M)∩Supp(I), nach ([2] chap. IV,
§ 1, Prop. 10) aber die rechte Seite gleich Ass(HomR(I,M)), und damit folgt alles. 
Proposition 1.2 Fu¨r einen R-Modul M und ein Ideal I ⊂ R sind a¨quivalent:
(i) M ist I-ausgezeichnet, d. h. IM = γI(M).
(ii) Fu¨r jeden Homomorphismus f : I →M gilt Bi f ⊂ IM , d. h.
	
I
||③
③
③
③
f

IM ⊂ M
(iii) HomR(I,M)
ν•−−→ HomR(I,M/IM) ist die Nullabbildung.
War das Ideal I zyklisch, ist das weiter a¨quivalent mit
(iv) IM = M [AnnR(I)].
Beweis (ii ↔ iii) ist klar, ebenso (i → ii), denn fu¨r jedes f ∈ HomR(I,M) ist Bi f
I-generiert, also nach Voraussetzung enthalten in IM .
Bei (ii → i) ist nur
”
⊃“ zu zeigen, und mit g = 〈gλ〉 : I
(Λ) ։ γI(M) ist nach Vorausset-
zung Bi gλ ⊂ IM fu¨r alle λ ∈ Λ, also auch
∑
Bi gλ = Bi g = γI(M) enthalten in IM .
(iv→ i) gilt nach der Einleitung stets, wenn aber I zyklisch ist, sogar γI(M) =M [AnnR(I)],
also auch (i → iv). 
Bemerkung 1.3 Im Allgemeinen ist die Bedingung (iv) sta¨rker als (i): Genau dann
ist R m-ausgezeichnet, wenn R kein diskreter Bewertungsring ist. Falls also R ein Inte-
grita¨tsring mit dim(R) ≥ 2 ist, wird R[AnnR(m)] echt gro¨ßer als m. 
Folgerung 1.4 Die Familie aller I-ausgezeichneten R-Moduln ist gegenu¨ber direkten
Produkten, reinen Untermoduln und direkten Summen abgeschlossen.
Folgerung 1.5 Ist (Iλ | λ ∈ Λ) eine Familie von Idealen und M Iλ-ausgezeichnet fu¨r
alle λ ∈ Λ, so ist M auch (
∑
Iλ)-ausgezeichnet.
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Proposition 1.6 Fu¨r einen R-Modul M und ein Ideal I ⊂ R sind a¨quivalent:
(i) Ext1R(R/I,M) = 0.
(ii) M ist I-ausgezeichnet und die kanonische Abbildung σ : M → HomR(I, IM) sur-
jektiv.
Beweis σ ist eine Verallgemeinerung der wohlbekannten Abbildung R → EndR(I),
r 7→ r˜ und ist definiert durch σ(x)(r) = rx. Im kommutativen Diagramm
HomR(R,M) // HomR(I,M) // Ext
1
R(R/I,M) // 0
M
∼=
OO
σ // HomR(I, IM)
?
ι•
OO
ist dann die obere Zeile exakt, sodass mit (1.2, iii) die Behauptung folgt. 
Bemerkung 1.7 Keine der beiden Bedingungen in (ii) kann man weglassen: Ist R ein
diskreter Bewertungsring und 0 6= I $ R, so ist σ surjektiv, aber Ext1R(R/I,R) 6= 0.
Ist R ein 1-dimensionaler CM-Ring, aber kein diskreter Bewertungsring, so ist R m-
ausgezeichnet, aber Ext1R(R/m, R) 6= 0.
Ist aber R beliebig und I = Rc zyklisch, ist σ automatisch surjektiv: Zu f : I → IM gibt
es ein x ∈ M mit f(c) = cx, und damit folgt σ(x) = f . Dasselbe c liefert einen Isomor-
phismus HomR(I,M)
∼=
−→M [AnnR(I)], und daraus folgt Ext
1
R(R/I,M)
∼=
M [AnnR(I)]
IM
.

Wir wollen eine dritte Beschreibung von
”
M ist I-ausgezeichnet“ durch geeignete
Erweiterungen M ⊂ X formulieren, genauer durch die Bestimmung von γI(M). Falls
X injektiv ist, geschieht das in ([18] p. 6), falls M = R ein Integrita¨tsring, X = K der
Quotientenko¨rper von R und I 6= 0 ist, geschieht das in einer Reihe von Arbeiten ([1],
[3], [5], [6]).
Lemma 1.8 Sei Y ein Untermodul von X und α : Y :X I → HomR(I, Y ) definiert
durch α(u)(r) = ru. Dann gilt:
(1) HomR(R/I,X) = 0 =⇒ α injektiv.
(2) Ext1R(R/I,X) = 0 =⇒ α surjektiv.
Beweis Fu¨r jedes u ∈ X sei hu : R → X , r 7→ ru, sodass α(u) die Einschra¨nkung von
hu ist. Bei (1) ist Keα = {u ∈ Y :X I | ru = 0 fu¨r alle r ∈ I} = (Y :X I)[I]. Bei (2)
ist HomR(R,X) → HomR(I,X) surjektiv, sodass man zu jedem f ∈ HomR(I, Y ) ein
kommutatives Quadrat
I
f

⊂ R
hu
✤
✤
✤
Y ⊂ X
erha¨lt, und aus f(r) = ru fu¨r alle r ∈ I folgt u ∈ Y :X I, α(u) = f . 
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Proposition 1.9 Sei M ⊂ X eine Erweiterung mit Ext1R(R/I,X) = 0. Dann gilt:
(a) γI(M) = I(M :X I).
(b) M I-ausgezeichnet ⇐⇒ (IM) :X I = M :X I.
Beweis Auch ohne Voraussetzung an X hat man das kommutative Diagramm
M
σ
&&▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲ ⊂ (IM) :X I
α1

⊂ M :X I
α2

⊂ X
HomR(I, IM)
 
ι•
// HomR(I,M)
in dem α1 und α2 wie in (1.8) definiert seien.
Bei (a) ist
”
⊃“ klar, denn I(M :X I) ist ein I-generierter Untermodul von M , also
enthalten in γI(M). Fu¨r ”
⊂“ verwenden wir die Voraussetzung Ext1R(R/I,X) = 0: Zu
jedem f : I → M gibt es, weil α2 surjektiv ist, ein u ∈ M :X I mit f = α2(u), also
f(r) = ru ∈ I(M :X I) fu¨r alle r ∈ I, Bi f ⊂ I(M :X I).
Bei (b) gilt
”
⇒“ wieder ohne Voraussetzung an X , denn aus u ∈M :X I folgt
I
f
✤
✤
✤ ⊂
	
R
hu
✤
✤
✤
M ⊂ X,
also nach (1.2) f(r) = ru ∈ IM fu¨r alle r ∈ I, d. h. u ∈ (IM) :X I. Mit Ext
1
R(R/I,X) =
0 ist auch
”
⇐“ klar, denn dann ist im Diagramm α2, also auch ι• surjektiv, d. h. (1.2,
iii) erfu¨llt. 
Bemerkung 1.10 Gilt sogar HomR(R/I,X) = Ext
1
R(R/I,X) = 0, liefert die exakte
Folge 0→ HomR(R/I,X/M)→ Ext
1
R(R/I,M)→ 0 sofort Ext
1
R(R/I,M)
∼=
M :X I
M
.
Fu¨r jeden R-Modul M hat man die Implikationen
M injektiv ⇒M ausgezeichnet ⇒ M teilbar,
wobei M wie in der Einleitung ausgezeichnet heiße, wenn es I-ausgezeichnet ist fu¨r alle
Ideale I (es genu¨gt nach (1.5) nur die zyklischen Ideale zu testen). Bei keiner dieser
Implikationen gilt die Umkehrung: Im ersten Fall wa¨hle M = K/R, wobei R ein Inte-
grita¨tsring der Dimension ≥ 2 sei (siehe [11] Theorem 5), im zweiten M = R, wobei R
artinsch und dimk(So(R)) ≥ 2 sei (siehe 1.13, Punkt (h)).
Im folgenden Satz und seiner Folgerung sammeln wir einige Eigenschaften, die fu¨r
injektive Moduln wohlbekannt sind, aber auch noch fu¨r ausgezeichnete Moduln gelten:
Satz 1.11 Ist M ein ausgezeichneter R-Modul, so gilt:
(a) Fu¨r jedes Ideal a ⊂ R ist die absteigende Folge M ⊃ aM ⊃ a2M ⊃ . . . stati-
ona¨r.
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(b) Zu jedem r ∈ R gibt es ein e ≥ 1 mit M [re] + rM =M .
(c) So(M) 6= 0 =⇒ M ist treu.
(d) So(R) 6= 0 =⇒ So(R) ·M = So(M).
Beweis (a) Diese Minimalbedingung fu¨r die Potenzen eines Ideals wurde in [14] na¨her
untersucht und speziell in (Lemma 4.4) gezeigt, dass sie nur fu¨r zyklische Ideale getes-
tet werden muss. Fu¨r jedes r ∈ R ist die aufsteigende Folge AnnR(r) ⊂ AnnR(r
2) ⊂
AnnR(r
3) ⊂ . . . stationa¨r, und aus AnnR(r
n) = AnnR(r
n+1) fu¨r ein n ≥ 1 folgt nach
(1.2, iv) rnM = rn+1M .
(b) Aus reM = re+1M wie in (a) folgt fu¨r jedes x ∈M , dass rex = re+1y ist mit y ∈M ,
also x− ry ∈M [re].
(c) Mit I = AnnR(M) ist IM = 0, also nach Voraussetzung γI(M) = 0. Wegen
m ∈ Ass(M) folgt nach (1.1) I = 0.
(d) Nur
”
⊃“ ist zu zeigen: Mit irgendeinem 0 6= r ∈ So(R) folgt AnnR(r) = m, also
So(M) = M [m] = M [AnnR(r)] = rM nach (1.2, iv) und damit die Behauptung. 
Bemerkung 1.12 Ein R-Modul M 6= 0 besitzt nach ([14] Satz 4.2) genau dann eine
Kompositionsreihe mit koprima¨ren Faktoren, wenn M die Bedingung (a) erfu¨llt und
Koass(M) endlich ist. 
Bei einem beliebigen R-Modul M bezeichnen wir den gro¨ßten radikalvollen Unter-
modul mit P (M), und M/P (M) heißt dann der reduzierte Anteil von M . War jetzt
M ausgezeichnet, folgt mit (a) bereits P (M) = mnM fu¨r ein n ≥ 1. (Selbst wenn M
injektiv war, muss weder P (M) noch M/P (M) ausgezeichnet sein, z. B. wenn M = E
ist und H0m(R) einfach 6= R.)
Folgerung 1.13 Ist M ein reduzierter ausgezeichneter R-Modul, so gilt:
(e) M ist schwach-flach.
(f) So(R) ·M ist groß in M .
(g) M 6= 0 =⇒ M ist treu und R artinsch.
(h) M zyklisch 6= 0 =⇒ M ∼= R und R ist ein QF-Ring.
Beweis (g) Nach der Vorbemerkung ist mnM = 0, d. h. mn ⊂ AnnR(M) fu¨r ein n ≥ 1.
Falls M 6= 0, d. h. So(M) 6= 0 ist, folgt nach (c) M treu, mn = 0, R artinsch.
(h) Nach eben ist M ∼= R und R artinsch. Bleibt zu zeigen, dass So(R) einfach ist: Mit
irgendeinem 0 6= r ∈ So(R) gilt AnnR(r) = m und wie in (d) folgt So(R) = (r).
(f) Nach eben ist M halbartinsch, d. h. So(M) groß in M . Mit (d) folgt die Behauptung.
(e) Ein R-Modul M heißt nach ([16]) schwach-flach, wenn fu¨r jeden Epimorphismus
g : Y ։ M gilt, dass Ke g abgeschlossen in Y ist. In (Satz 1.1) wird gezeigt, dass das
a¨quivalent ist mit AnnR(p) ·M groß in M [p] fu¨r alle p ∈ Ass(M). Weil in unserem Fall
M halbartinsch ist, folgt mit (f) die Behauptung. 
Der Spezialfall M = R wird in ([9] Remark 3.2) angeku¨ndigt:
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Folgerung 1.14 (Lindo) Genau dann ist R ausgezeichnet, wenn R ein QF-Ring ist.
Bemerkung 1.15 Aus Punkt (f) folgt fu¨r jeden reduzierten ausgezeichneten R-Modul
M etwas allgemeiner: Ist M Untermodul von mX , folgt M = 0. Zusammen mit (h)
erha¨lt man also fu¨r jedes Ideal 0 6= a $ R, dass weder a noch R/a ausgezeichnet sein
kann. 
2 Der Spezialfall M = R
Ein Ideal I ⊂ R heiße gut (strong in [1], [5], trace ideal in [8]), wenn R I-ausgezeichnet
ist, d. h. I = γI(R). Jede Summe von guten Idealen ist wieder gut (1.5), und aus I ⊂
γI(R) ⊂ AnnRAnnR(I) folgt, dass jedes Annullatorideal gut ist.
Lemma 2.1 (a) Stets ist γI(R) gut.
(b) I ∼= J =⇒ γI(R) = γJ(R).
(c) I gut und a ein beliebiges Ideal =⇒ I :R a gut.
Beweis (a) Das wird in ([8] Proposition 2.8, iv) gezeigt: J = γI(R) ist I-generiert,
sodass auch γJ(R) I-generiert ist, und in γJ(R) ⊂ J gilt natu¨rlich Gleichheit.
(b) Allein aus I ։ J folgt fu¨r jeden R-Modul M , dass γJ(M) I-generiert ist, also
γJ(M) ⊂ γI(M).
(c) Zeigen wir fu¨r J = I :R a Punkt (ii) in (1.2): Ist f : J → R, folgt fu¨r alle x ∈ J , dass
ax ⊂ I, also nach Voraussetzung f(ax) ⊂ I ist, af(x) ⊂ I, f(x) ∈ J . 
Folgerung 2.2 Ist I ∼= J , I gut und artinsch, folgt bereits I = J .
Beweis Aus La¨nge (J) = La¨nge (γJ(R)) < ∞ folgt, dass J gut ist, also J = I. (Ohne
”
artinsch“ muss J nicht einmal gut sein, siehe das u¨berna¨chste Beispiel.) 
Beispiele fu¨r γI(R): (1) Ist 0 6= I ⊂ So(R), so folgt γI(R) = So(R) (denn aus I ։ R/m
folgt So(R) ⊂ γI(R), und ”
⊃“ ist klar). (2) Ist das Ideal I zyklisch und regula¨r, so folgt
γI(R) = R (denn es ist I ∼= R). (3) Sei R ein Integrita¨tsring und I = p · Rx, wobei p
ein Primideal der Ho¨he n ≥ 2 und 0 6= x ∈ p sei. Dann ist h(I) = 1 und h(γI(R)) = n
(denn nach ([7] p. 43, Ex. 26) ist p gut, also p = γp(R) = γI(R)).
Lemma 2.3 Sei M ein R-Modul und p ∈ Spec(R).
(a) Ist M I-ausgezeichnet, so ist auch Mp IRp-ausgezeichnet.
(b) Ist Mp IRp-ausgezeichnet und operieren alle Elemente von S = R\p auf M/IM
injektiv, so ist auch M I-ausgezeichnet.
Beweis (a) Fu¨r jeden Rp-Homomorphismus α : IRp → Mp mu¨ssen wir nach (1.2, ii)
Biα ⊂ IRp ·Mp zeigen. Mit ω : Ip
∼=
−−→ IRp ist α ◦ ω nach ([13] Theorem 3.84) von der
Form fp mit f : I →M , und fu¨r jedes r ∈ I hat man nach Voraussetzung f(r) =
∑
rixi
6
mit ri ∈ I, xi ∈M , also α(
r
s
) = f(r)
s
=
∑ ri
1
· xi
s
∈ IRp ·Mp wie verlangt.
(b) Fu¨r jeden R-Homomorphismus f : I → M mu¨ssen wir Bi f ⊂ IM zeigen. Ist ω
wie in (a), gilt fu¨r den Rp-Homomorphismus α = fp ◦ ω
−1 nach Voraussetzung Biα ⊂
IRp · Mp. Weil also α(
r
s
) = f(r)
s
von der Form
∑
rixi
s′
ist, alle ri ∈ I, xi ∈ M , folgt
s′′(s′f(r) −
∑
srixi) = 0, s
′′s′f(r) ∈ IM , und weil S auf M/IM injektiv operiert,
endlich f(r) ∈ IM . 
Weil R genau dann ein diskreter Bewertungsring ist, wenn m ∼= R, also γm(R) = R,
also m nicht gut ist, folgt mit (2.3) sofort:
Satz 2.4 Ein Primideal p ist genau dann gut, wenn Rp kein diskreter Bewertungsring
ist.
Die in (1.6) definierte Abbildung σ : M → HomR(I, IM) wird jetzt zu einem Ringho-
momorphismus R→ EndR(I), bei dem das Ziel i. Allg. nicht kommutativ ist. Z. B. liefert
jede Zerlegung I = I1 ⊕ I2 mit HomR(I1, I2) 6= 0 zwei f, g ∈ EndR(I) mit g ◦ f 6= f ◦ g
(siehe [8] Remark 3.4) und damit folgt
Lemma 2.5 Genau dann ist R ein QF-Ring, wenn So(R) 6= 0 ist und alle EndR(I)
kommutativ sind.
Beweis
”
⇒“ ist klar, denn R ist artinsch und nach (1.6) sind alle σ : R → EndR(I)
sogar surjektiv.
”
⇐“: Mit einem einfachen Untermodul U ⊂ R und einem maximalen Element V0 in der
Menge {V ⊂ R | V ∩U = 0} ist EndR(V0⊕U) kommutativ, also nach der Voraussetzung
V0 = 0, U groß in R, R artinsch, So(R) einfach. 
Bemerkung 2.6 Die folgenden Aussagen sind, falls R ein Integrita¨tsring mit Quoti-
entenko¨rper K und I 6= 0 ist, wohlbekannt. Sie gelten allgemeiner fu¨r jeden Ring R,
wenn K der totale Quotientenring von R ist und I ein regula¨res Ideal. Dann ist na¨mlich
ExtiR(R/I,K) = 0 fu¨r alle i ≥ 0, und die Ergebnisse von (1.8) bis (1.10) zeigen:
Mit I−1 = R :K I sind im kommutativen Diagramm
R
σ
%%❏❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏ ⊂ I :K I
α1

⊂ I−1
α2

⊂ K
HomR(I, I) // HomR(I, R)
α1 und α2 Isomorphismen, γI(R) = I · I
−1, I gut ⇔ I :K I = I
−1 und Ext1R(R/I,R)
∼=
I−1/R.
Weil I regula¨r, also R ⊂ I :K I eine endliche Ringerweiterung ist, gilt insbesondere: Ist
R in seinem totalen Quotientenring K ganz abgeschlossen, folgt fu¨r jedes regula¨re gute
Ideal I bereits Ext1R(R/I,R) = 0. 
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Sei nun R ein 1-dimensionaler CM-Ring. Dann lassen sich einige Ergebnisse von
Kapitel XII und XIII in [12] so zusammenfassen: Ist e die Multiplizita¨t von R und
v(a) = dimk(a/ma) die minimale Erzeugendenanzahl eines Ideals a, so gibt es eine
natu¨rliche Zahl ν ≥ 0 mit v(mn) = e fu¨r alle n ≥ ν, v(mn) < e fu¨r alle n < ν (12.10).
Fu¨r den ersten Nachbarschaftsring Λ = { b
a
∈ K | b ∈ ms (s ≥ 1) und a ist ein superfi-
zielles Element vom Grad s} gilt dann mn · (mn)−1 = Λ−1 fu¨r alle n ≥ ν (12.12). Falls
v(m) = 2 ist, gilt sogar ν = e− 1 und Λ = (me−1)−1, Λ−1 = me−1 (13.8). Damit folgt
Satz 2.7 (Matlis) Sei R ein 1-dimensionaler CM-Ring und seien ν, Λ wie in der Vor-
bereitung. Fu¨r alle Ideale I ∈ {mν ,mν+1,mν+2, . . . } gilt dann
γI(R) = Λ
−1.
Falls v(m) = 2 ist, gilt weiter Λ−1 = mν .
3 Dualisierung
Ist κI(M) das kleinste Element in der Menge {V ⊂ M |M/V ist I
◦-kogeneriert}, d. h.
κI(M) =
⋂
{Ke f | f ∈ HomR(M, I
◦)}, so gilt wieder nach ([18] p. 6)
AnnR(I) ·M ⊂ κI(M) ⊂M [I],
und wir sagen, M sei I-koausgezeichnet, wenn κI(M) =M [I] ist, koausgezeichnet, wenn
diese Gleichung fu¨r alle Ideale I von R gilt. Jeder flache R-Modul ist koausgezeichnet
(hier stimmen alle drei Untermoduln u¨berein), und falls I zyklisch ist, gilt AnnR(I)·M =
κI(M) ([18] p. 5, 6). Die na¨chsten zwei Aussagen (3.1) und (3.2) ergeben sich, durch das
Matlis-Duale M◦ = HomR(M,E) und die Isomorphismen Ext
i
R(M,N
◦) ∼= TorRi (M,N)
◦
([4] p. 120, Proposition 5.1), sofort aus Teil (1), sodass wir ihren Beweis dem Leser
u¨berlassen (siehe auch 3.7, a).
Lemma 3.1 Fu¨r einen R-Modul M und ein Ideal I ⊂ R sind a¨quivalent:
(i) κI(M) = M .
(ii) M ⊗R I = 0.
(iii) Ip = 0 fu¨r alle p ∈ Koass(M).
Proposition 3.2 Fu¨r einen R-Modul M und ein Ideal I ⊂ R sind a¨quivalent:
(i) M ist I-koausgezeichnet, d. h. κI(M) =M [I].
(ii) Fu¨r jeden Homomorphismus f : M → I◦ gilt M [I] ⊂ Ke f , d. h.
M
f

//
	
M/M [I]
zz✉
✉
✉
✉
✉
I◦
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(iii) M [I]⊗R I
ι•−−→M ⊗R I ist die Nullabbildung.
War das Ideal I zyklisch, ist das weiter a¨quivalent mit
(iv) AnnR(I) ·M = M [I].
Fu¨r den (1.6) entsprechenden Zusammenhang zwischen
”
M ist I-koausgezeichnet“
und
”
TorR1 (M,R/I) = 0“ definieren wir die kanonische Abbildung β durch
M [I]⊗R I //
0
%%❑❑
❑❑
❑❑
❑❑
❑❑
❑❑
❑
M ⊗R I //

	
M
M [I]
⊗R I //
β
yys
s
s
s
s
0,
M
also β(x⊗ r) = rx fu¨r x ∈ M , r ∈ I. Im kommutativen Diagramm
0 // TorR1 (M,R/I) //M ⊗R I
ν•

ι• //M ⊗R R
∼=
M
M [I]
⊗R I β
//M
ist die obere Zeile exakt, sodass mit (3.2, iii) sofort folgt:
Proposition 3.3 Fu¨r einen R-Modul M und ein Ideal I ⊂ R sind a¨quivalent:
(i) TorR1 (M,R/I) = 0.
(ii) M ist I-koausgezeichnet und die kanonische Abbildung β :
M
M [I]
⊗RI → M injektiv.
Bemerkung 3.4 War das Ideal I = Rc zyklisch, ist β automatisch injektiv: Jedes
Element von
M
M [I]
⊗R I ist dann von der Form x ⊗ c, sodass aus β(x ⊗ c) = 0 folgt
cx = 0, x ∈ M [I], x = 0. Mit demselben c erha¨lt man einen Isomorphismus M ⊗R I
∼=
−−→
M/AnnR(I) ·M und damit Tor
R
1 (M,R/I)
∼=
M [I]
AnnR(I) ·M
. 
Wir wollen die drei Bedingungen in der letzten Proposition durch ein Beispiel illus-
trieren:
Beispiel Sei K der totale Quotientenring von R und I ⊂ R regula¨r. Dann gilt:
(1) TorR1 (K/R,R/I) = 0 ⇐⇒ I = R.
(2) K/R I-koausgezeichnet ⇐⇒ I :K I = I
−1.
(3) β :
K/R
(K/R)[I]
⊗R I → K/R injektiv ⇐⇒ I ∼= R.
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Beweis (1) Fu¨r jeden R-Modul N ist TorR1 (K/R,N)
∼= T (N), sodass die linke Seite
a¨quivalent ist mit T (R/I) = 0, d. h. I = R.
(2) Weil RK flach ist, gilt κI(K/R) = (I :K I)/R nach ([18] p. 6), außerdem (K/R)[I] =
(R :K I)/R = I
−1/R, sodass die linke Seite a¨quivalent ist mit I :K I = I
−1.
(3) Der Isomorphismus ω :
K/R
(K/R)[I]
⊗R I
∼=
−−→
K
I−1
⊗R I
∼=
−−→ K/I · I−1 induziert den zu
β a¨quivalenten Homomorphismus β ′ = β ◦ ω−1 : K/I · I−1 → K/R, und weil das gerade
die kanonische Abbildung ist, folgt Ke β ∼= Ke β ′ = R/I · I−1. Die linke Seite von (3) ist
also a¨quivalent mit I · I−1 = R, R I-generiert, I ∼= R. 
Die zu (1.9) duale Aussage lautet:
Proposition 3.5 Sei B ⊂ A eine Erweiterung mit TorR1 (A,R/I) = 0. Dann gilt:
(a) κI(A/B) =
(
(IB) :A I
)
/B.
(b) A/B I-koausgezeichnet ⇐⇒ (IB) :A I = B :A I.
Beweis (b) ist ein Spezialfall von (a), und mit B∗ = (IB) :A I ist
A
IB
/ A
IB
[I] ∼= AB/
B∗
B
nach ([17] Prop. 3.1) I◦-kogeneriert, also stets κI(A/B) ⊂ B
∗/B. Zur Umkehrung mu¨ssen
wir fu¨r jedes f : A/B → I◦ zeigen, dass B∗/B ⊂ Ke f ist, mit f : I → (A/B)◦ also
Bi f ⊂ Ann(A/B)◦(B
∗/B), mit ν : A→ A/B also ν◦(Bi f) ⊂ AnnA◦(B
∗).
Mit X = A◦ und M = AnnA◦(B) folgt nun, weil nach Voraussetzung Ext
1
R(R/I,X)
∼=
TorR1 (A,R/I)
◦ = 0 ist, γI(M) = I(M :X I) nach (1.9), I(M :X I) = AnnA◦(B
∗) nach
([17] Bemerkung 4.4), mit ν◦(Bi f) ⊂ γI(M) endlich die Behauptung. 
Weitere Parallelita¨ten zum Teil (1) ergeben sich aus dem na¨chsten Satz, den wir in
([18] Folgerung 3.6) nur fu¨r einreihige Moduln zeigten.
Satz 3.6 Fu¨r jeden R-Modul M gilt:
(a) γI(M
◦) = AnnM◦(κI(M)).
(b) κI(M
◦) = AnnM◦(γI(M)).
Beweis (a) Sei V = κI(M). Bei ”
⊃“ istM/V I◦-kogeneriert, also (M/V )◦ ∼= AnnM◦(V )
nach ([17] Proposition 3.1) I-generiert, und daraus folgt die Behauptung. Bei
”
⊂“ mu¨ssen
wir fu¨r jeden Homomorphismus g : I → M◦ zeigen, dass Bi g ⊂ AnnM◦(V ) ist, mit
f : M → I◦ und g = f also V ⊂ Ke f , und das ist klar.
(b) Sei M ⊂ X eine injektive Erweiterung und A = X◦, B = AnnX◦(M). Dann ist die
induzierte Abbildung ω : A/B →M◦ ein Isomorphismus und wir wollen zuerst κI(A/B)
berechnen: Weil A flach ist, gilt κI(A/B) = B
∗/B mit B∗ = (IB) :A I nach (3.5), weiter
B∗ = AnnX◦(M∗) mit M∗ = I(M :X I) nach ([17] Lemma 4.3), schließlich M∗ = γI(M)
nach (1.9), also zusammen
κI(A/B) = AnnX◦(γI(M))/AnnX◦(M).
Der Isomorphismus ω fu¨hrt dann κI(A/B) in AnnM◦(γI(M)) u¨ber. 
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Folgerung 3.7
(a) M I-koausgezeichnet ⇐⇒ M◦ I-ausgezeichnet.
(b) M I-ausgezeichnet ⇐⇒ M◦ I-koausgezeichnet.
Beweis Klar mit den Gleichungen AnnM◦(M [a]) = a ·M
◦ und AnnM◦(aM) = M
◦[a].
Folgerung 3.8 Ist U ein reiner Untermodul von M , so gilt:
(a) γI(U) = U ∩ γI(M).
(b) κI(U) = U ∩ κI(M).
Beweis (a) Weil ι◦ : M◦ → U◦ ein zerfallender Epimorphismus ist, gilt das auch fu¨r
κI(M
◦) → κI(U
◦), d. h. nach (3.6, b) auch fu¨r
(
M/γI(M)
)
◦
→
(
U/γI(U)
)
◦
. Also ist
die urspru¨ngliche Abbildung U/γI(U) → M/γI(M) eine Monomorphismus, d, h. U ∩
γI(M) ⊂ γI(U), und ”
⊃“ ist klar.
(b) Sei x ∈ U ∩ κI(M) und g : U → I
◦. Weil I◦ rein-injektiv ist, gibt es ein f : M → I◦
mit f |U = g, sodass aus x ∈ κI(M) folgt f(x) = 0, aus x ∈ U schließlich g(x) = 0. 
Bemerkung 3.9 Fu¨r jeden reinen Untermodul U von M kann man entsprechend
γI(M/U) = (γI(M)+U)/U und κI(M/U) = (κI(M)+U)/U zeigen, indem man fu¨r jeden
reinen Epimorphismus A։ B den zerfallenden Monomorphismus B◦ →֒ A◦ betrachtet
und wieder (3.6) verwendet. 
Beispiel Sei R vollsta¨ndig, K der totale Quotientenring von R und I ⊂ R regula¨r. Dann
gilt:
(1) TorR1 (E,R/I) = 0 ⇐⇒ R = I
−1.
(2) E I-koausgezeichnet ⇐⇒ I :K I = I
−1.
(3) β :
E
E[I]
⊗R I → E injektiv ⇐⇒ R = I :K I.
Beweis (1) Wegen Ext1R(R/I,R)
∼= TorR1 (E,R/I)
◦ ist die linke Seite nach (2.6) a¨quivalent
mit R = I−1.
(2) Nach (3.7, b) ist die linke Seite a¨quivalent mit R I-ausgezeichnet, also wieder nach
(2.6) a¨quivalent mit I :K I = I
−1.
(3) Fu¨r jeden R-Modul M hat man einen kanonischen Isomorphismus ω mit
M◦
β◦ %%▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲
σ //
	
HomR(I, I ·M
◦)
(
M
M [I]
⊗R I
)
◦
ω
66♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠
sodass β genau dann injektiv ist, wenn σ surjektiv ist. Speziell fu¨r M = E ist also
die linke Seite in (3) a¨quivalent mit der Surjektivita¨t von R
σ
−−→ HomR(I, I), d. h. mit
R = I :K I. 
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Wie in Teil (1) jeder ausgezeichnete R-Modul teilbar war, ist jetzt jeder koausge-
zeichnete R-Modul torsionsfrei (und beide Male gilt, falls R ein Integrita¨tsring ist, die
Umkehrung). Diese Tatsachen und die im Folgenden gesammelten Eigenschaften von
koausgezeichneten R-Moduln lassen sich jetzt ohne Mu¨he durch das Matlis-Duale M◦
und (3.7, a) auf Teil (1) zuru¨ckfu¨hren (fu¨r die schwach-injektiven R-Moduln in Punkt (e)
siehe [15]), sodass wir nur noch die Hauptergebnisse anschreiben.
Satz 3.10 Ist M ein koausgezeichneter R-Modul, so gilt:
(a) Fu¨r jedes Ideal a ⊂ R ist die aufsteigende Folge M [a] ⊂ M [a2] ⊂ M [a3] ⊂ . . .
stationa¨r.
(b) Zu jedem r ∈ R gibt es ein e ≥ 1 mit reM ∩M [r] = 0.
(c) mM 6= M =⇒ M ist treu.
(d) So(R) 6= 0 =⇒ mM =M [So(R)].
Folgerung 3.11 Ist M ein halbartinscher koausgezeichneter R-Modul, so gilt:
(e) M ist schwach-injektiv.
(f) M [So(R)] ist klein in M .
(g) M 6= 0 =⇒ M ist treu und R artinsch.
(h) M kozyklisch 6= 0 =⇒ M ∼= R und R ist ein QF-Ring.
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